Hledani optimalnich sleda

Hledani optiméalnich sledii se vyuziva k feSeni problémi formalizovatelnych hranové ohodnocenym grafem, kde hrany mohou
predstavovat délku, §itku, cenu, dobu, propustnost atd. (jde o hranova ohodnoceni).

Pak nas zajimaji odpovédi na nasledujici otazky:

e jak nejrychleji?

e 1ak neilevnédii?
Jak nellevnenns
. ’

e 1ak neivice?
lak neivicer

e 1ak neibeznectndii?
Jak nejbezpecne]l

Nékdy maji své ohodnoceni i uzly (nebo-li uzlové ohodnoceni), toto ohodnoceni miize limitovat hledané feseni, napft.

propustnost uzlu, cena za priichod uzlem atd.

Uzlové hodnoty Ize snadno pfevést na hranové:
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Hledani nejkratsi cesty v grafu
Algoritmy pro hledani nejkrat$ich cest v grafu mlizeme rozdélit do n€kolika t¥id:

e 7 daného uzlu grafu do vSech ostatnich uzlt grafu (napt. Bellmantiv-Fordiiv algoritmus, Dijkstriiv algoritmus,



algoritmus pro acyklické grafy, Moortiv algoritmus pro neohodnocené grafy atd.),
e ze vSech uzlG do daného uzlu,

e mezi vSemi dvojicemi uzlli grafu (napt. algoritmus ndsobeni matic, Floydiv-Warshalliiv algoritmus, Johnsoniiv
algoritmus).

Zaporny cyklus je cyklus , ve kterém je soucet ohodnoceni hran zaporny.

Zaporny cyklus ma smysl uvazovat pouze u grafii, které pripoustéji zaporné ohodnoceni hran. Takovéto grafy je mozné nalézt
napt. v ekonomickych aplikacich, kde hrana reprezentuje urcitou akei s finanénim ohodnocenim. Kladné ohodnoceni pak
miiZze znamenat zisk, zdporné ztratu, pfipadné naopak.

Spolecné vlastnosti uvedenych algoritmi pro hledani nejkratsich cest v grafu:

e 7ddnyz  algoritmu nelze pouzit na  graf, ktery obsahuje = zaporny cyklus!

¢ po skondeni algoritmu ziskdme nejen cestu ze startovniho do cilového uzlu grafu, ale také ze startovniho uzlu do vsech
ostatnich uzlii grafu,

e kromé nejkratsi cesty (sled v grafu) ziskame také hodnotu této cesty (soucet ohodnoceni hran nejkratsi cesty).

Délka nejkratsi cesty

Necht G = (V, H, f) je graf a u, v € V libovolné dva jeho uzly. Definujme délku nejkratsi cesty z uzlu u do uzlu v jako:

[ J(u, v) = 0Q, jestlize neexistuje cesta z uzlu u do uzlu v,
° 6(u, v) = —0XQ, jestlize néjaka cesta z u do v obsahuje uzel patfici zapornému cyklu,
 §(u,v) = man{w(p)} jinak, piicemz w(p) je ~ délka sledu p z uzlu u do uzlu v.

Reprezentace nejkratsich cest



Necht's € V je pocCate€ni uzel pfi hledani nejkratSich cest v grafu G = (U, H, f).

Pro kazdy uzel v € U grafu G = (U, H, f) budeme udrzovat hodnotu p[v], ve které bude uloZen pfedchldce uzlu v (ij. uzel, ze
kterého jsme do v pfisli pfi hledani nejkrat$i cesty). Na poc¢atku bude pro kazdy uzel tato hodnota prazdna, tedy p[v] = NULL.

Dale pro kazdy uzel v budeme udrzovat hodnotu d[v], ve které bude ulozena aktualni délka cesty z poc¢atecniho uzlu s do uzlu v.
Inicialni hodnota je pro v # s rovna d[v] = «» a d[s] = 0.

Na konci vypocdtu je d[v] = &(s,v).

Moortv algoritmus

Algoritmus je zaloZen na prohledavani do Sitky.

Kazdy uzel ma znacku (p, d), kde d je délka cesty (poCet hran) a p je pfedchazejici uzel. Pocate¢ni uzel s dostane znacku (-, 0),
ostatni (-, nekone¢no). Vg = {s}, k=0

Pro VieVi udélame
e kazdého neoznaCkovaného naslednika uzlu i
o oznackujeme (i, k+1)
o a vlozime jej do mnozZiny V.1,

e ZvySime ko 1, a pokud Vi je neprazdna, opakujeme.

Vysledkem je distan¢ni rozklad mnoziny uzll podle poc¢tu hran lezicich na nejkrat$i (vzhledem k poc&tu hran) cesté od pocatecniho
uzlu.

Bellmantiv-Fordav algoritmus

Bellmantiv-Fordtiv algoritmus je zaloZeny na postupném zlep$ovani hodnot dfu]. Jakmile uzlu u zlepsime hodnotu dfu],



musime nasledné prozkoumat vse chny hrany (u,v) € H, a pokud to bude mozné, zlepsit hodnotu dfv] (operace RELAXACE)
4 ho neobsahu "o'

é délky dosazitelny z podatednil

i A Laadiaioiis PR SN L

Vstupem algoritmu je graf G = (U, H, f) s hranovym ohodnocenim w, ktery neobsahuje zaporny cyklus (mtize se ale jednat
o graf, ktery obsahuje cyklus, i graf, ktery obsahuje zaporné délky).

Cely postup zachycuje nasledujici pseudoalgoritmus:
BELLMAN-FORD(G, w, s)

1. INICIALIZACE(G, s)
2. fori=1to|U|-1do

3. for kazdou hranu (u,v) € H do RELAXACE(u,v)
4. for kazdou hranu (u,v) € H do
5. if d[v] > d[u] + w(u,v) then return false

6. return true
INICIALIZACE(G;,s)

1. for kazdy uzelv € U do

2. d[v] := ;

3. p[v] ;= NULL

4. d[s]:=0
RELAXACE(u,v)

1. if d[v] > d[u] + w(u,v)
2. then d[v] := d[u] + w(u,v);
3. p[v] := u;

Nasledujici obrazky zachycuji prabéh Bellmanlv-Fordova algoritmu pro graf s kofenem a. V kazdé iteraci cyklu relaxujeme hrany
v poradi (a,b), (a,c), (b,c), (c,d), (b,d), (d,e) a (c,e).






o

Program pro vizualizaci Bellman-Fordova algoritmu si miizete stahnout napfiklad z téchto stranek.

Casova slozitost Bellmanova-Fordova algoritmu je O(v*e) , kde v je poget uzld a e je podet hran.

Dijkstruv algoritmus

Dijkstriiv algoritmus fesi problém nejkratsich cest z kofene s (startovaci uzel, ze kterého zaéiname) do ostatnich uzlti gratu pro
graty s nezdpornym ohodnocenim hran. Algoritmus udrzuje mnozinu uzld S, pro které uz je vypocitana délka nejkratsi cesty.

Algoritmus opakované vybira vrchol ¢y € V' — §, do néjz vede z pocate¢niho uzlu nejkratsi cesta a relaxuje hrany vychazejici
z uzlu u.

Cely postup zachycuje nasledujici pseudoalgoritmus:
DIJSKTRA(G, w, s)

1. INICIALIZACE(G, s)
2.5 =0;Q =V,
3.while Q # @ do

4, u:=(ue QAdu]l=min{d[x] | x € Q}

5 S:=S vu{u

6. for kazdy uzel v takovy, Ze (u,v) € H do
7 RELAXACE(u,v)
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Pokud véas zajima, jaka je hodnota nejkrat$i cesty z libovolného mésta v Ceské republice do jiného, podivejte se na tyto stranky.
Applet, ktery zde najdete, pracuje na principu Dijkstrova algoritmu.

Casova slozitost Dijkstrova algoritmu je O(n?) , kde n je poéet uzlti v grafu.

Floydiv-Warshallav algoritmus

Floydtiv—Warshall@iv algoritmus porovnava v§echny mozné cesty v grafu mezi v§emi dvojicemi uzl. Pracuje tak, Ze postupné
vylepSuje odhad na nejkratsi cestu do té doby, nez je zfejmé, Ze odhad je optimalni.

Meéjme graf G s uzly V ocislovanymi 1 az n. Dale méjme funkci nejkratsiCestal(i, j, k), ktera vraci nejkratS§i moznou cestu z j do j
s pouzitim pouze uzld 1 az k jako mezivrcholl. Pomoci této funkce chceme naijit nejkratSi cestu mezi vSemi dvojicemiiaj
s pouzitim mezivrcholl 1 az k + 1.

Na nejkratSi cestu mame dva kandidaty:

e bud je nejkratSi cesta v mnoziné uzlu (1...k),
e nebo existuje cesta jdouci zido k + 1, a poté z k + 1 do j, ktera je lepSi (krat3i) nez ta stavajici.

Nejlepsi cesta z i do j pouzivajici pouze uzly 1 az k je definovana funkci nejkratsiCesta(i, j, k). Délka nejlepsSi cesty zido k + 1
a poté do j je pak zfejmé souctem délek nejkratSi cesty z j do k + 1 a nejkrat3i cesty z k + 1 do j.

Funkci nejkratsiCesta(i, j, k) pak mizeme rekurzivné definovat takto:

nejkratsiCesta(i, j, k) = min (nejkratsiCesta(i, j, k — 1), nejkratsiCesta(i, k, k = 1) + nejkratsiCesta(k, j, k — 1));
nejkratsiCesta(i, j, 0) = delkaHrany(i, j);

Algoritmus nejprve spocte nejkratsiCesta(i, j, 0) pro vSechny dvojice i a j, poté pro vSechny dvojice spocte nejkratsiCestal(i, J,
1) atd. dokud nedosahne k = n, kdy jsme nasli nejkratsi cesty pro véechny dvojice vrchold i a j v grafu G. Casova slozitost je
vzhledem k poctu uzli kubicka.




Na_této strance naleznete applet, pomoci kterého Ize snadno pochopit fungovani vyse zminéného algoritmu.

Hledani nejdelsi cesty v grafu

Motivacni priklad:

Mame dané uzemi, v némz chceme uspofadat cyklisticky zavod tak, aby byl co nejatraktivnéjsi, tj. vedl co nejobtizn&jSimi useky.

Jak prevést problém nejdelsi cesty na problém nejkratsi cesty (tento problém totiz umime resit)?
e zrejmé nelze k délkam hran pric¢itat konstantu ani je od konstanty odecitat, at uz by se jednalo o konstanty sebevetsi.

Regeni: Graf nesmi obsahovat cyklus kladné délky, pak 1ze hranové ohodnoceni vynasobit -1 a najit nejkratsi cestu, ta pak
ta odpovida nejdelsi cesté v ptivodnim grafu.

S hledanim nejdelsi cesty v grafu Gizce souvisi tzv. kriticka cesta. Metoda kritické cesty (anglicky zkraceno CPM) je
matematicky algoritmus planovani pribéhu mnoziny ¢innosti projektu. Je to jeden z diilezitych nastroji fizeni projektii
(analyza trvani projektu).
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Jak tedy postupujeme pfi analyze trvani projektu?
Postup:

e PopiSeme projekt grafem:

o Cinnosti odpovidaji hranam (ohodnoceni = doba trvani),

o uzly odpovidaji navaznostem (pocatek ozna¢ime s, konec t),
e Najdeme nejdelSi cestu z s do t, tj. kritickou cestu,

o délka kritické cesty = délka celého projektu,
e prodlouzeni €innosti na kritické cesté = prodlouzené celého projektu.

Priklad: Cervené je vyznacena kriticka cesta ABDGH.

Vedlejsi efekty CPM

Analyzou grafu projektu ziskame pro kazdou €innost 4 Cisla:

e ES = earliest start time - nejdfivéjSi mozny zacatek,
e EF = earliest finish time - nejdfivéjSi mozny konec,



e LS = latest start time - nejpozdéjSi mozny zacatek,
e LF = latest finish time - nejpozdé&j8i mozny konec.

Ztejmeé plati, Ze (EF - ES) = (LF - LS) =t, kde t je doba trvani ¢innosti (ohodnoceni hrany). Dale ziskdme ST (slack time) jako
rozdil LS - ES = LF - EF, nebo-li ¢as, o ktery je mozné ¢innost prodlouzit, aby neovlivnila dobu trvani projektu. Pro ¢innosti na
kritické cesté je evidentné ST = o.

oD

Hledani nejbezpecnéjsi cesty

Hranové ohodnoceni odpovida pravdépodobnosti bezpe¢ného prtichodu hranou, tj. pro kazdou hranu plati, Ze w(h) € <o0,1>

Hledame cestu s maximalnim soucinem hranovych ohodnoceni.
Pfepocitame hranové ohodnoceni: h’ = - log h

e logaritmus pfevede soucin na soucet,

e obraceni znaménka prevadni hledani maxima na hledani minima.

V nové ohodnoceném grafu hleddme nejkratsi cestu, coz uz umime pomoci vyse popsanych algoritmfi.
Hledani nejSirsi cesty
Ohodnoceni hran odpovidaji sitce.

Sitka cesty je minimum $ifek hran na této cesté.

Algoritmus pro hledani nejsirsi cesty je podobny Dijkstrovu algoritmu (viz vyse)

e uzly dostavaji znacky (p, b),




p = predchtidce,
o b = §itka cesty z po¢atku do daného uzluy,
0 t

Inicializace:
e S:={s},S=U-{s},
e Oznackuj pocatek (-, «),
e Oznackuj nasledovniky pocatku (s, b), kde b je Sifka pfislusné hrany,
e Zbyvaijici vrcholy oznackyj (s, 0).
Iterace:

e Najdi uzel j € S, do n&jz se Ize z n&kterého uzlu i € S dostat po nejsirsi cesté, tj. ma maximalni hodnotu min{b;, bj},

e Pro vSechny nasledovniky uzlu j bez trvalé znacCky pfepocitame znacku, pokud jsme nasli SirSi cestu.






